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Fourierovy rady |

« Jean Baptiste Fourier
(francouzsky matematik 1768 - 1830)

 Harmonicka analyza
Libovolny periodicky signal Ize rozlozit na
jednotlivé harmonicke slozky.

 Harmonicka synteza
Kombinaci harmonickych slozek Ize vytvorit
prakticky libovolny periodicky signal.



Fourierovy rady li

 Trigonometricky tvar Fourierovych rad

x(r) = ag + 3 [, COS(k@,7) + b, Sin(k,)]

a, ...stejnosmerna slozka
a,, b, ...koeficienty Fourierovy rady
k ...poradi harmonicke slozky

T T 2 1L
a, = % [x(@)ar b, = % [x(2)sin(kar)dr 2 = pe I x(2) Cos(kw,?)dt
0 0



Fourierovy rady lli

« Spektralni (polarni) tvar Fourierovych rad

x(#) =D ¢, COS(kwyt + @)
£=0

‘, ... amplituda k-teé spektralni slozky
1, ... faze k-té spektralni slozky

b
¢, =+la, +b; ¢, =arctan =~

a;



Fourierovy rady IV

 Komplexni (exponencialni) tvar Fourierovych rad

x() =Y X ek
f=—00

X, ... komplexni koeficient

X =%(% ~ib) e, =2X]



Fourierovy rady

T

= = [ x(t)e gt
T T
2



Diskrétni Fourierovy rady

K vypoctu spektra periodickych Cislicovych signalu Ize pouzit vztah

T

N-1 2 _
izx[n] e—j27znk/N xk — i J.X(t)e—ﬂﬂkfotdt
N n=0 T U

2

X[k]=



Diskrétni Fourierovy rady

K vypoctu spektra periodickych Cislicovych signalu Ize pouzit vztah

1 j27mk/N 1 ; 272kt
XTkl=—-"S x[nle <™ X, == | x(t)e*™dt
[K] N nzz(; [n] Tl

2

— Pro signal popsany N vzorky je podstatnych N/2 hodnot
spektra. DalSich N/2 hodnot jsou Cisla komplexné sdruzena a
neni treba je pocitat.



Diskrétni Fourierovy rady

« K vypoctu spektra periodickych Cislicovych signalu Ize pouzit vztah

1 j27mk/N 1 ; 272kt
XTkl=—-"S x[nle <™ X, == | x(t)e*™dt
[k] N; [n] =1

2

— Pro signal popsany N vzorky je podstatnych N/2 hodnot
spektra. DalSich N/2 hodnot jsou Cisla komplexné sdruzena a
neni treba je pocitat.

— Vypoctem podle vySe uvedeného vztahu dostaneme diskrétni
spektrum s hodnotami komplexnich koeficientu na frekvencich

k-Fs/N.



Diskrétni Fourierovy rady

« K vypoctu spektra periodickych Cislicovych signalu Ize pouzit vztah

1 j27mk/N 1 ; 272kt
XTkl=—-"S x[nle <™ X, == | x(t)e*™dt
[k] N; [n] =1

2

— Pro signal popsany N vzorky je podstatnych N/2 hodnot
spektra. DalSich N/2 hodnot jsou Cisla komplexné sdruzena a
neni treba je pocitat.

— Vypoctem podle vySe uvedeného vztahu dostaneme diskrétni
spektrum s hodnotami komplexnich koeficientu na frekvencich
k-Fs/N.

— Spektrum muzeme pocitat i pro k > N, dostaneme vSak stejné
hodnoty jako pro zakladni interval -N/2 < k < N/2. Spektrum
Cislicovych signalu je periodické s periodou Fs.



Od periodickych signalu k
neperiodickym

10

2
_1 j x(t)e 2#t gt
T .

2
Spoijité signaly (popsané analytickou funkci)
Na neperiodicky signal se nahlizi jako na signal, jehoz T—
Misto FR se pouziva FT
Protoze T—, Af—0 ... spektrum spojité

X(f)= Tx(t)e‘jz”ftdt



Od FT k DFT

X(f)= Tx(t)e‘jz’fﬁdt

Cislicové signaly (nejsou spojité a nejsou nekone&né dlouhé)
Numericky ekvivalent FT bude

N-1
X[k]=> x[n]e~ ™"
n=0

DFT je popsana stejnym vztahem jako DFR
Spektrum Cislicového signalu je diskrétni a periodické



Diskrétni Fourierova transformace

 Defini¢ni vztah

N -1
X[k]="" x[n]e >/
n=0



Diskrétni Fourierova transformace

 Defini¢ni vztah

N -1
X[k]="" x[n]e >/
n=0

« Vstupem je N hodnot Cisl. signalu (podle predpokladu jde o 1 periodu)



Diskrétni Fourierova transformace

* Definiéni vztah
N -1
X[k]="" x[n]e >/
n=0

« Vstupem je N hodnot Cisl. signalu (podle predpokladu jde o 1 periodu)

« Vystupem je N hodnot komplexnich koeficientu spektra na normovanych
frekvencich k/N, tj. na realnych frekvencich k-Fs/N.
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Diskrétni Fourierova transformace

* Definiéni vztah
N -1
X[k]="" x[n]e >/
n=0
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hodnotami, netreba je pocitat. Pri urCovani modulu jednostranného spektra
je nutné nasobit dvema.



Diskrétni Fourierova transformace

* Definiéni vztah
N -1
X[k]="" x[n]e >/
n=0

Vstupem je N hodnot Cisl. signalu (podle predpokladu jde o 1 periodu)

Vystupem je N hodnot komplexnich koeficientu spektra na normovanych
frekvencich k/N, tj. na realnych frekvencich k-Fs/N.

Spektrum je periodické s periodou Fs, tj pro k > N dostaneme tytéz hodnoty.

Hodnoty koeficientl pro N/2 < k < N jsou komplexné sdruzené s prvnimi N/2
hodnotami, netreba je pocitat. Pri urCovani modulu jednostranného spektra
je nutné nasobit dvema.

Pokud vybranych N vzorku signalu netvori jednu periodu
(v praxi je to témér vzdy), jsou vysledné hodnoty zatizeny chybami
(objevi se neexistujici slozky).



Zpétna (inverzni) DFT

DFT IDFT

N-1 N -1
X [k] — Z X[n] e—jka/N X[n] _ %Z X [k] ej27znk/N
n=0 n=0



Zpetna (inverzni) DFT

IDFT

X[k]:g‘ix[n]ejz”'“k”\| X[n]=— E’iX[k]e’Z”“'"N

« Vztah pro IDFT se lisi od DFT pouze ve znaménku exponencialni funkce.

Normovaci koeficient 1/N se nekdy uvadi u DFT.



Zpetna (inverzni) DFT

IDFT

N-1 N -1
X[k]= > x[n]e 2™ x[n] = %Z X [k]ei2m/N
n=0 n=0

Vztah pro IDFT se liSi od DFT pouze ve znaménku exponencialni funkce.
Normovaci koeficient 1/N se nekdy uvadi u DFT.

Do IDFT vstupuje vzdy N hodnot dvoustranného spektra, tj. nejenom N/2
hodnot jednostranného spektra.



Zpetna (inverzni) DFT

IDFT

X[k]:g‘ix[n]ejz”'“k”\| X[n]=— E’iX[k]e’”‘“"”\I

« Vztah pro IDFT se lisi od DFT pouze ve znaménku exponencialni funkce.
Normovaci koeficient 1/N se nekdy uvadi u DFT.

Do IDFT vstupuje vzdy N hodnot dvoustranného spektra, tj. nejenom N/2
hodnot jednostranného spektra.

* Pokud na signal aplikujeme nejprve DFT a naslednée IDFT, dostaneme
tentyz signal. Vyplyva to z toho, ze popis signalu v ¢asové i ve frekvencni
oblasti je ekvivalentni co do uplnosti informace. (Ve spektralni oblasti vsak
musime vzdy uvazovat jak modul, tak i fazi.)



Fast Fourier Transform

 FFT - rychly algoritmus vypoCtu DFT
» Poskytuje stejné hodnoty jako DFT, ale mnohem rychleji

« \ysoke rychlosti je dosazeno optimalizovanym zpusobem

» symetricnost exponencialnich ¢lend, podobnost mezi lichymi a sudymi
koeficienty...



Fast Fourier Transform

FFT — rychly algoritmus vypoCtu DFT
Poskytuje stejné hodnoty jako DFT, ale mnohem rychleji

Vysoké rychlosti je dosazeno optimalizovanym zpusobem

» symetricnost exponencialnich ¢lend, podobnost mezi lichymi a sudymi
koeficienty...

Nejrychleji funguje v pripadech, ze N je mocninou 2
Napr. pro N=1024 je FFT 200x rychlejsi nez DFT



Fast Fourier Transform

FFT — rychly algoritmus vypoCtu DFT
Poskytuje stejné hodnoty jako DFT, ale mnohem rychleji

Vysoké rychlosti je dosazeno optimalizovanym zpusobem

» symetricnost exponencialnich ¢lend, podobnost mezi lichymi a sudymi
koeficienty...

Nejrychleji funguje v pripadech, ze N je mocninou 2
Napr. pro N=1024 je FFT 200x rychlejsi nez DFT

V MATLABuU
fft(x) ...spocCita DFT pro signal x
ifft(x)...spocita IDFT pro spektrum x



Vahovani
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Prakticka aplikace DFT a FFT

« Analyzovany signal rozdélime do kratSich useku
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signal nulami
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Pomoci FFT vypocitame komplexni koeficienty
spektra



Prakticka aplikace DFT a FFT

Analyzovany signal rozdélime do kratSich useku

Délku segmentu volime tak, aby se pocCet vzorku
N rovnal mocnine 2

Pokud nelze zvolit N jako mocninu 2, doplnime
signal nulami

Vzorky vynasobime vhodnym oknem

Pomoci FFT vypocitame komplexni koeficienty
spektra

Do Casove oblast se Ize vratit pomoci IFFT



Zobrazeni signalu ve frekvenéni oblasti
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Frekvenéni osa v periodogramu
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Jednostranné a dvoustranné spektrum

Dwoustranne spektrum obdelnika
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Potlac¢eni prosakovani vahovanim signalu
xl[n]:sin(k*pi/B), n=0..63, dve periody Signal xl[n] vahovany Hammingowm oknem, dve periody

x2[n]=sin(n*pi/10), n=0..63, dve periody

Spektrum Signalu x,{n]

- - i B i I .
F qmp N qmp T

"
= ﬂmmr xﬂ% e, ﬂmmx i
S AED
| m




Doplinéni nul

Jedna perioda obdelnikoveho signalu
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---> frekvence
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Spektrum samohlasek
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---> frekvence [Hz]

---> frekvence [Hz]

Spektrogramy
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Spektrogramy

a) Sirokopasmovy spektrogram — dobreé rozliSeni v case
(zakladni frekvence je urCena vertikalnimi pruhy)

load osum.asc;

sig = osum; fs = 8000;
subplot(2,1,1);
specgram(sig, 1024, fs,hamming (32) ,30) ;
title(‘wideband spectrogram')
xlabel(''), ylabel ('frequence [Hz]')

b) tzkopasmovy spektrogram — dobré frekvencni rozlisSeni
(zakladni frekvence je uréena horizontalnimi pruhy)

subplot(2,1,2) ;
specgram(sig,1024, fs,hamming (512) ,500) ;

title (‘narrowband spectrogram')

xlabel('---> cas [s]'), ylabel('frequence [Hz]')



3d zobrazeni



Aplikace: vokodér
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Vokodér

Triky s vokodérem

Casové prodlouZeni a zkraceni v

Frekvenc¢ni posunuti §
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Vokodér

Kratkodoba Fourierova transformace
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Vokodér

Triky s vokodérem ¢

Prodluzeni nebo zkraceni ¢asu (komprese, expanze) bez zkresleni
zakladni periody
‘s oy ’ v p | |
ve studiich vyuzivano k uprave delky v W

¢ W
Zména zakladni periody (pitch shifting) bez éasového zkresleni
|ze vyuzit ve studiu ke korekcim

Libovolné zmény ve spektralnich obalkach

STFT
L&

A

f




Vokodér

Triky
Prodluzeni nebo zkraceni ¢asu (komprese, expanze) bez zkresleni

zakladni periody ve studiich vyuzivano k uprave délky

« Uzkopasmovy spektrogram (zachovava spektralni charakteristiky
=> okno ~ 30-40 ms
* 50% - 75% prekryti je optimalni pro rekonstrukci

SPEKTRALNI MANIPULACE - INTERPOLACE
* krok noveé Casové mrizky je dan 1/R

« amplitudova spektra jsou linearné interpolovana
* pro rekonstrukci signalu puvodni je dulezity fazovy rozdil

Zména zakladni periody (pitch shifting) bez casového zkresleni

Casové pozmé&nény signal je pfevzorkovan na pavodni délku



Vokoder |

% encode

X =1[1; k=1;
for start = 0:window shift:N-window length,
frame = sig(start+l:start+window length)..
. *hamming (window length) ;
X(:,k)=fft (frame) ;
k=k+1;
end



Vokodeér li

% interpolation
3Y=X;
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% interpolation

$Y=X;

Xmag = interplq([0:size(X,62) -
1]',abs(X'),[0:1/R:size(X,2)-2]");
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% interpolation

$Y=X;

Xmag = interplq([0:size(X,62) -
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new grid=floor(0:1/R:size(X,2)-2)+1;
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D=diff (angle(X'))';
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% interpolation

$Y=X;

Xmag = interplq([0:size(X,62) -
1]',abs(X'),[0:1/R:size(X,2)-2]");
new grid=floor(0:1/R:size(X,2)-2)+1;
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D new=D(:,new grid);



Vokodeér li

% interpolation

$Y=X;

Xmag = interplq([0:size(X,62) -
1]',abs(X'),[0:1/R:size(X,2)-2]");
new grid=floor(0:1/R:size(X,2)-2)+1;
D=diff (angle(X'))';

D new=D(:,new grid);

phaseX = cumsum(D new');



Vokodeér li

% interpolation

$Y=X;

Xmag = interplq([0:size(X,62) -
1]',abs(X'),[0:1/R:size(X,2)-2]");
new grid=floor(0:1/R:size(X,2)-2)+1;
D=diff (angle(X'))';

D new=D(:,new grid);

phaseX = cumsum(D new');

Y = (Xmag .* exp(j*phaseX))';



Vokoder lli

% decode

k=1; N new=size(Y,2)*window shift+window length;
signal y=zeros (N new,1);
for start = O:window shift: (size(Y,2)-1)*window shift,
segment=real (1fft (¥ (:,k) ,window length))..
. *hamming (window length) ;
signal y((start+l) : (start+window length))...
=signal y((start+l) : (start+window length))+segment;
k=k+1;
end
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% spectral manipulation

%
coef=0.02;
r=abs (X') . /window_length
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nonlinear spectral subtraction
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